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МАТЕМАТИКА 


УДК 517.929.2+517.935 
А.В. БРАТИЩЕВ, Л.И. КАЛИНИЧЕНКО 


О ХАРАКТЕРИЗАЦИИ И РАЗРЕШИМОСТИ ЛИНЕЙНЫХ 
ДИСКРЕТНЫХ РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИИ 
БЕСКОНЕЧНОГО ПОРЯДКА 


В статье дается решение линейного дискретного разностного уравнения 


бесконечного порядка а, у(Е+п)= В х(Е+ п), п= 0,1,..., в про- 
к-0 А=0 
странствах последовательностей 


1. = [509 0 т |х(®) < ") ‚Г (0, 1, 


ВР. = [29 О о {0 7, г [0, ). Получена  характеризация 


соответствующих разностных операторов в классе бесконечных матричных опера- 
торов, которые действуют в этих пространствах. 

Ключевые слова: линейное дискретное разностное уравнение бесконечного по- 
рядка, матричный оператор, характеристическая функция, пространство последо- 
вательностей, решение уравнения. 


Введение. Функционирование одномерных линейных дискретных стацио- 
нарных систем управления моделируется разностным уравнением 7 - го по- 
рядка 


а, У(К+ п)+ ...+ а у(Ю) = В, х(+ т)+ ...+ БК), (1) 
где  П 00}, а,,Б, ЦП ‚а„,Ь, 0, аискомая последова-тель- 
ность 17} П удовлетворяет начальным условием 


у(0) = У, ,....(п — И =у,, (см., например, [1], гл.12). 
Выходной сигнал {У(А)} для заданного входного сигнала 4{х(А)} 


< х(К) 
отыскивается с помощью 7-преобразования {х(^)} < № —_ , Которое 
к=0 2 


переводит (1) в линейное алгебраическое уравнение. При этом про- 
странства входных и выходных сигналов задаются в виде 


г. [Че Се < =] 
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Левую часть уравнения (1) можно интерпретировать как верхнетре- 


угольный матричный оператор м4) = № а,х(5+ К)› в про- 
0 


5= 
странстве /Г.. , задаваемый бесконечной матрицей 
а на 
М =. О а..а а... 


Этот оператор обладает свойством 


У2 0 м2} = 92}, (2) 


где О(2)= а,2` 
5=0 

Цель настоящей работы состоит в том, чтобы: 1) во множестве всех 
матричных операторов, действующих в заданном пространстве последова- 
тельностей, описать класс разностных операторов бесконечного порядка с 
подобным (2) свойством; 2) решить полученные разностные уравнения. Ис- 
пользуемые в статье результаты комплексного анализа можно найти, 
например, в [2]. 
Описание класса матричных операторов. — Рассмотрим так называе- 
мые аналитические пространства последовательностей: 


р=[ы®} Пар, к, 
р 


[209 О: Би 9 ”, ‚ [0 ). 
Эти пространства относительно билинейной формы 
(ху) = ). ходу@о 
являются двойственными [3] в а смысле: 


ГЕ ПУЮ} 01150} 1, ряд х®У(®) сходится в ^, те 


т 


т=0 


Под действием матричного оператора М = (т, ), например, в про- 


странстве /,, понимается следующее: У {х(®} Г. \: 0100} ряды 


и! 


У т, >С) содятся, и МЮ) = {У ту Е [,. Класс дей- 
1=0 7=0 


ствующих в /, (Р.) матричных операторов совпадает с классом всех слабо- 


непрерывных в /), (Р линейных операторов относительно указанной 
Г т 


двойственности [3]. 
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Обозначим: 2(0,")=[2 П:2|‹и, Б(0,")=[2 0:2 #} 
ВЕ [8 В |2] > 7, 5(0,*) = [2 0 :|2|= 7] ‚ Н(Ю- про- 
странство голоморфных в области С’ функций с топологией равномерной 
сходимости на компактах из С; НЫ (СК) - пространство голоморфных на 
компакте А’ функций с топологией индуктивного предела [4]. 

Теорема 1. Пусть матричный оператор М = (т,) действует в 
пространстве /,. Тогда равносильны следующие утверждения: 


1)3$ (2)= а2 НБ) №2 ВБ) М(2=6 (220; 


п ' 
п= 0 


2) матрица Л/ имеет вид 


а а; @› 
М - Оаца е 
0:50: ое" (3) 
3) разностный оператор бесконечного порядка вида 
м (х(®)у = |; а,х(5+ и (4) 
5=0 


действует в пространстве /7,. 

Доказательство. Функцию Ф (2) естественно назвать характери- 
стической функцией оператора М = (т,). 

Покажем 1) > 2). По условию 

= 0(0,5) УГ 000 т‚27 Ф(ре= а,7”, 

0 11 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 27, получаем тре- 
буемый вид (3) матрицы М. 

Равносильность утверждений 2) и 3) следует из определения дей- 
ствия матричного оператора. 

Покажем 3)=> 1). Так как по условию У2=2е Р(О,7’) ряд 


© 


у а.2° сходится, то его сумма Ф(2) голоморфна в 7СО,’) и 
5=0 


М({=}) = 4,2" =$(2){2"}. 
5=0 
Теорема доказана. 
Замечание. Фигурирующую в теореме функцию естественно на- 
звать характеристической функцией оператора (4). 


Аналогично доказывается 
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Теорема 2. Пусть матричный оператор /М = (т,) действует в 
пространстве Р.. Тогда равносильны следующие утверждения: 


р 39(2=) а,” ВР, Уге (0, ›) 
м((="}}= $ (2}2"}; 


2) матрица ЛМ/ имеет вид (3); 


3) разностный оператор бесконечного порядка (4) действует в про- 
странстве /.. 
Изоморфные пространства и интегральные представления опера- 
торов. Пусть разностный оператор (4) действует в пространстве /,. Об- 
разуем по нему разностное уравнение бесконечного порядка в /,. 


© 


) аку(+ п) = Л(®), (5) 


К=0 
п 0010}. Применение к нему П -преобразования не дает алгебраиче- 


ского уравнения. Поэтому предложим другой способ, приводящий к эквива- 
лентному интегральному уравнению в пространстве аналитических функ- 
ЦИЙ. 


Так как по условию Па < |[(п)] < г, то функция 
и со 


ь р С 
У(2) = № У(п)2” голоморфна на уеР©., Верно и обратное. То 
и 


п=0 
= 1 
есть пространства /., Н(Р 0,— ) алгебраически изоморфны. Каждая 
Г 


1 ее ве 1 1 
функция У(2)Ф — ‚где у(2) РО 0,- ,$® -— ШБ ,„- , голоморф- 
р: 2 г 


> 


1 1 
на в некотором кольце 2< 0 =- +2] —  . Поэтому можно образо- 
Г и 


1 
вать линейный операторв Н 0(0,—) по правилу 
Г 


3А= Ю(у)< к [15|(2)= — о. (6) 


Е 1 - 
Покажем, что он является образом оператора (4) при упомянутом 
изоморфизме. Действительно, учитывая равномерную сходимость ряда Ло- 


1 1 
рана функции У(2)Ф — на окружности 5 а ‚ имеем 92 Ш) о 
2 
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1 1 р 1 
[95] (2)= —  —_ У Ч 
Л -1Ё- 2 и:0 к=0 
МК 
1 1 я 1 я 
= — — а, У(Е+ п) Г а, у(Е- п) — 4= а, у(Е+ п) 2", 
211 2 1-0 (=0 п=1 К=н 1 п=0 (К=0 


к! ^^ 

Таким образом, задача о нахождении решения разностного уравне- 
ния (5) в 7, сводится к задаче нахождения решения интегрального урав- 
нения 


[= = а г) © 


МЕ! 


— 1 
в пространстве ни 0, =) Е 
и 


Заметим, что задача нахождения решения уравнения (5) в />. так- 


1 
же сводится к решению уравнения (7) в но о} Только в этом 
и 


случае число К (г, ) и является одним и тем же для всех 
УЕ нео. }) 

р 
Решение линейного разностного уравнения (5). Рассмотрим в /, 
оператор (4) с характеристической функцией Ф (=). В силу утверждения 
1) теоремы 1 последовательность А где || < и, является решением 
однородного уравнения М (50% = 0 тогда и только тогда, когда Л 
есть нуль функции Ф (2). Далее, последовательности 

[4,1] ,...[ КА- 10..8- р+2)] 

являются решениями этого уравнения тогда и только тогда, когда 


0= М | {&(&- 1)..(- 1+1} = а, (&+5)..(8+ 5-1410°* 


5=0 


3" вое ь 1 (29 "а. р 
0 


т.е. когда 4 0(0,г) есть нуль кратности не ниже Р функции Ф (2). 
Поэтому, если АД есть нуль кратности Р функции Ф (2), то в 
силу равенства 
-1 
зрап{ {К(К- 1...(&- 1+ и = зрап| {1 *}} 
решениями однородного уравнения (5) будут все последовательности 
и 


р-1 
[=0 


-11 А 
ра {КД}. Их естественно назвать элементарными 
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решениями. Обозначим через {1„,р,} упорядоченную по модулю по- 


следовательность нулей А, функции Ф (2) в Р(О,и) кратностей соот- 


ветственно Р„, Л = [А НЕ: 


Ри 
„тло ^ СООтветствующую последователь- 


ность элементарных решений однородного уравнения м(50®} = Ои 


5рап Л - линейную оболочку всевозможных линейных комбинаций этих 
решений. 
Если 41„}- последовательность нулей Ф (2), то 





1 1.1 
| я | 1“ есть последовательность всех полюсов мероморфной 
и 


п 








п 


| 
в П\О 0, функции Фиксируем  последовательность 
й 


Ф|! 2 ' 


[в] Ть 5" П В |1 и рассмотрим последовательность расши- 


п 








— 1 ИИ 1 
ряющихся подпространств Н(РО Е ) пространства о, }. 
и 


5 


Еее] — 1 
При этом Н(О 0,- )= НБ о ). Фиксируем 5. Так как 
Г 


5=1 5 


— 1 2 
Ух НО и ) функция и ) голоморфна на окружности 
й 
| В В 
5 ‚ то можно определить линейный оператор из Н(О иг ) в 


-- 1 
Н(р и ) по формуле 


5+1 


1 


-1 ый 2. ЕВЕ, 
ЕЛ @= 5. Ш 9“. (8) 


ЕЖУ! 
Имеет место 
Теорема 3. Пусть разностный оператор (4) действует в про- 


странстве /,, 7+ (0, ]и Ве - нулив Р(О,и) его характеристи- 


ческой функции Ф (2) = у а,2” . Тогда: 
п=0 
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м -1(40}) = 5рап А, т.е. каждое решение однородного уравне- 


ния М ({у(®)} | = 0 совпадает с какой-то линейной комбинацией его эле- 
ментарных решений; 
2) оператор (4) имеет линейный правый — обратный 


М:": я 


5+1? 


У {71} 1 М; (Га = 5т)} , где 
УЕ = У 8). ее: в”, 


К=0 п= 0 
То есть интеграл (8) дает формулу нахождения частного решения уравне- 
ния (5). 


К 
Доказательство. 1) Последовательности {7, },. о соответствует 
функция 


Е 2: определяемый по правилу 


у Де = - Е но}, 
К=0 1-4 2 г 


п 





К 11 _К 
а последовательности {АА ,}, о - функция у КА,2” . Поэтому 
К=0 





5 1 | (1.2). 
5рап Ди} = врат -) К... (Е - 1+ 0428" = врат 
грит! . брат) х ( ) . то (1- а 

-1 (1,2) _ 
И нам надо доказать равенство Г ({0})= 5рап Е в про- 
А 


1 р 
странстве М Фо, ). Наделим последнее топологией индуктивного 
и 


предела банаховых пространств 


Я 
-+-), || = шах (2). 
гов |= -+- 


8, 


В. = У(2):у(2) НФ ее ПС(О 0, 
Г 5 


5 














— 1 — 1 
Интегральный оператор (7) ину} но. с ядром 
и и 


Ф(Г') 


1-2 





непрерывен в этом пространстве, а топологическое сопряженное 
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1 Е 
последнего ассоциируется с пространством Н(О  ,‚-) [4]. Найдем вид 
Г 


1 1 
сопряженного оператора 2 : Н(Р -,- ) НР ,-). Для В‹г 
г г 
1 Ф (Г' - 
[28] (@®= — ве $(1') Р® 
Л 1 7 | 
[|= ^ 
т.е. [ является оператором умножения на функцию $ (Г'). Учитывая, 


что ядро оператора [Г совпадает с полярой образа оператора Г ([51, 


с.705), имеем 
0 


['(40\)= Ф (Г) НО =) = 





= у НЫ о.1 :УГ 0 > ОФ е-Ни = 0 = 
р 2 а 1 
- у НБ 07 ): 0$”) НР =) | 
= у НФо)з*@ нФ 1) ю- 2 
г у Ф (2 ) 


Функции У(2) из последнего множества необходимо имеют конеч- 


1 
ное число полюсов из -— Порядков не выше соответственно Тр В 


п 
расширенной комплексной плоскости. Такие функции ЯВЛЯЮТСЯ [2] конеч- 
ными линейными комбинациями функций вида 

И.Е) 
нЕ 
5 а 5 в 
(1 = вау п 


=4=1. 


или, что все равно, вида 2- гЯ 


п 


2) Покажем, что оператор и. является правым обратным к 


г. 1 
Г, на пространстве Ы(Д(0, Ю,)). Выберем А (К.Г), 2 ВБ = Е 
о 


Тогда 
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рес ЗЕ О 


— Г — 51 
ке р 211 гб 1$((`) 





945 = 


Ф(Г’) 
1 6х 1 и 1 146) $(°) 


= ы ЕР з 4 = Е 51 
21 $0) № 5-Е 211 $0) с-2 
№ = А 


|= 
С |= 





4 = (2). 








Е 
Остается воспользоваться изоморфизмом пространств 
ее 1 
но. ) И о 


Теорема доказана. 
Замечание 1. В условиях теоремы линейный правый обратный к 


а 
Г, на всем пространстве Ы Фо, существует тогда и только тогда, 
и 


когда Ф (2) имеет конечное число нулей в 2(О,/). Это будет, напри- 
мер, в случае разностного уравнения конечного порядка (1). 

Замечание 2. Рассмотрим разностное уравнение бесконечного по- 
рядка вида 


а.у(к+п)=  Бх(К+ т), п= 0,1,..., (9) 
=0 


К=0 = 


где $ (2)= а,2',1(2)= Ь2 НБ в 
Г 


К=0 К=0 
Фиксируем {х(и)} Г.. Так как х(2)=  х(п)2" Н(Б о. ) 
п=0 5 
то последовательность {у(п)}, являющаяся тейлоровскими коэффициен- 
тами функции 
(Г) 
Ф(Г') 1-2, 





= 2 


Е. 
|= №5 


будет частным решением уравнения (9). Доказательство проводится непо- 
средственной подстановкой у(=) в интегральное уравнение 


=] = 
ее о а о 
2 Е р, 7 





1 
МК! 
эквивалентное уравнению (9). 
От линейного разностного уравнения бесконечного порядка (5) в 


и 

силу отмеченного изоморфизма пространств /., Н(О 0,- ) и по анало- 
г 

гии с уравнением конечного порядка (1) можно было бы ожидать, что мно- 
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жество начальных данных, для которых уравнение (5) имеет решение в /. 
с начальными условиями У(0)= у, У) = У,,..., совпадает с про- 


странством /... 

Как показывает следующее ниже замечание, это не так, а множе- 
ство допустимых начальных данных определяется характеристической 
функцией Ф (2) и правой частью {/(п)} уравнения (5). 


Замечание 3. Пусть функция /(2)=  /(и)2” голоморфна на 
п=0 


— 1 

р и ‚ К < Г, и характеристическая функция Ф (2) не имеет нулей 

на окружности 5(0,К,). Обозначим {у,} последовательность коэффици- 

ентов правильной части ряда Лорана голоморфной в некотором кольце 
(2) 


1 1 
2- «< +2| — & функции -^` то. Последовательность 
в $ (2) 


{7,? является допустимым начальным условием уравнения (5) тогда и 


только тогда, когда она представима в виде суммы последовательности 
{7,} и некоторой последовательности из 5рапл. 


Действительно, пусть {у,} есть начальные данные, и функция 


ыы 

У(2)= (т) НФ 0,- такова, что Ми (0 {0} у(п) = у,. Так 
п=0 г 

как каждое решение линейного уравнения (5) представимо в виде суммы 

частного решения неоднородного уравнения и решения однородного урав- 

нения, то по теореме 3 


И) са, 1 
ЗА <г уУ(2)= — С ИО 
^ =) 211 ф (О) Е- 2. Е о 1 


-1 
|= №5 


Первое слагаемое правой части есть правильная часть ряда Лорана 


функции а последовательность коэффициентов ряда Маклорена 


7, 
второго слагаемого есть решение однородного разностного уравнения. 
Пусть обратно, {у,}= {у,}+ {у}, где 


| } @ о 
Аг у(2)= 2: — 9. — ту: у: и 


"7 -1 ] 
по 7 пк Г] г? из ЕТО И 


| ны 1. ри | 
Аг: 7: а ту: м: г 
м И [В , | 


(Е 
р 
|5. 
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Так как по теореме 3 у,(2) есть частное решение неоднородного уравне- 


ния Гу= Г, а У, (2) - частное решение однородного уравнения Гу = 0, 
то последовательность коэффициентов ряда Маклорена функции 
У, (2)+ У,(2) есть частное решение разностного уравнения (5) с началь- 


ными данными {у„}. 
Соответствующая теорема для пространства Р. устанавливается 


н 


проще, но имеет особенности, которые отражены в формулировке. 
Теорема 4. Пусть разностный оператор (4) действует в про- 


странстве Р., иЕ [0,®) и Ме: | - нулив Р(О,7) его характеристи- 


ческой функции Ф (2) = ) а,2” Е Н(О(0,г)). Тогда: 
п=0 

1) М '({0%) = 5рапл ; 

2) оператор (4) имеет линейный правый обратный на всем Р. и 
определяется по правилу 

1 ы 
^ а у{/(1)}} Р М" = Ув}, 

где 


И в 1 
О. Фа 


Результаты статьи анонсированы в [6]. 


П= 
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А.\. ВКАТТНСНЕМ, 1.1. КАИМТСНЕМКО 


ОМ ТНЕ СНАКАСТЕКТ2АТТОМ АМО ЗОЕУАВГТТУ ОЕ ТМЕТМТТЕ 
ОВОЕК ММЕАК ОТЗСВЕТЕ ОТРЕЕЕВЕМСЕ ЕОЧАТТОМ$ 
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Ацог5 д№е {Пе зоНоп ог 1пеаг Фсгее аЁегепсе едцаНоп о! тйпке 


огаег а. у(к+ п)= В х(+ п) п= 0,1,..., п \Пе зедиепсе$ расе 
К=0 К=0 


= [обор Оо, ©, 16} ПМшыфе Я, ©, ) 


7’ 


Треу ргорое дезсирНоп оЁ соггезропаепсе ЧЁегепсе орегаюг$ п {Пе с!а55ез 
ог иАпке тах орегаюгс. 
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